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النهايات   

I.  نھایة لا منتھیة لدالة عند أ و   

كالتالي:  الدالة العددیة المعرفة على  fتكن   2f x x    : املأ الجدول التالي 

x  10000  100  10  1  0  -1  -10  -1000  -10000  
 f x                    

فان  xنلاحظ أنھ عندما تكبر  f x  : تكبر أیضا نكتب lim
x

f x


   

فان  xنلاحظ أنھ عندما تصغر f x  : تكبر نكتب lim
x

f x


  

دالة عددیة معرفة على مجال  fلتكن ملخص: ;a    حیثa.  

إذا كانت   f x  یؤول إلى  عندما یؤولx  إلى " : فإننا نكتب lim
x

f x


  "      أو     "lim f


  "  

یمكن التعبیر بجمل مشابھة على النھایات التالیة :  lim
x

f x


      أو lim
x

f x


    أو lim
x

f x


   

  نھایات اعتیادیة: 

•lim
x

x


   •2lim
x

x


 • 3lim
x

x


   •    lim n

x
x


   n   

•lim
x

x


 •2lim
x

x


 •3lim
x

x


   •lim n

x
x


  إذا كانn    زوجي•    lim n

x
x


   إذا كانn     فردي  

II.  نھایة منتھیة لدالة عند  وأ  

كالتالي:  الدالة العددیة المعرفة على  fتكن  
1

f x
x

    : املأ الجدول التالي 

x  10000  100  10  1  0  -1  -10  -1000  -10000  
 f x                    

فان  xنلاحظ أنھ عندما تكبر  f x  : تقترب من الصفر و نكتب lim 0
x

f x 


  

فان  xنلاحظ أنھ عندما تصغر f x  : تقترب من الصفر نكتب lim 0
x

f x 


 

  
  
  
    
  
  
  
  
  

  
  
  

:
   ����ى ا��را#�:        ا������
 ا��
ه���
10:+�د ا���+�ت    : ا-#��ذ   بلمو رشيد بلمو

الأ ولى علوم تجريبيةدرس وادي الذھب
   

lim  **أمثلة    
x

x
→+∞

= +∞        lim
x

x
→−∞

= −∞                      2lim
x

x
→+∞

= +∞        2lim
x

x
→−∞

= +∞

               3lim
x

x
→+∞

= +∞        3lim
x

x
→−∞

= −∞  

دالة عددیة معرفة على مجال  fلتكن  ملخص:   ;a    حیثa  و لیكنl عددا حقیقیا  

إذا كانت   f x  یؤول إلىl  عندما یؤولx  إلى " : فإننا نكتب lim
x

f x l


 "      أو     "lim f l


 "  

دالة عددیة معرفة على مجال  fلتكن  ;b   حیثb  و لیكنl عددا حقیقیا  

إذا كانت   f x  یؤول إلىl  عندما یؤولx  إلى " : فإننا نكتب lim
x

f x l


 "      أو     "lim f l


 "  

  نھایات اعتیادیة: 

  •    
1

lim 0
x x




    •   

1
lim 0
x x




     •      

1
lim 0

nx x
  n       • 1

lim 0
nx x
  n  

  دا حقیقیاعد lدالة عددیة  و  f       لتكن خاصیة :

  ) فان ھده النھایة وحیدة.(أو في   في  lتقبل نھایة  fإذا كانت  

 lim
x

f x l


   یكافئ  lim 0
x

f x l


       و lim
x

f x l


   یكافئ  lim 0
x

f x l


 

      
1 / :3

2lim 2
x

x x
x→−∞

− +  = − 

3
** تمرين تطبيقي 1 : 

    2:نشاط 

    1:نشاط 
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III.  النھایة المنتھیة و اللانھائیة لدالة في نقطة  

 نھایة منتھیة  لدالة في نقطة  .1
معرفة على مجال على الشكل  fعددین حقیقیین بحیث aو  lدالة عددیة  و  fلتكن  ;a a    حیث 

  

أو على مجموعة على الشكل    ;a a a     

إذا كانت   f x  یؤول إلىl  عندما یؤولx  إلىa " : فإننا نكتب lim
x a

f x l


 "      أو     "lim
a
f l " 

 خاصیة .2
  قیینعددین حقیaو  lدالة عددیة  و  fلتكن 

  فان ھده النھایة وحیدة.  aفي  lتقبل نھایة  fإذا كانت  

  : نھایات اعتیادیة

•
0

lim 0
x
x


        •2

0
lim 0
x
x


             •3

0
lim 0
x
x


                    •      

0
lim 0n

x
x


   n    

 نھایة لا منتھیة  لدالة في نقطة  .3
.إذا كانت  aدالة عددیة و  fلتكن  f x  یؤول إلى  عندما یؤولx  إلىa " : فإننا نكتب lim

x a
f x


        أو   "

"
lim
a
f   "  

IV. الیمین والنھایة على الیسار لدالة في نقطة  ىالنھایة عل  
  عددین حقیقیینaو  lالة عددیة  و د fلتكن 



إذا كانت    f x  یؤول إلىl  عندما یؤولx  إلىa " : على الیمین فإننا نكتب lim
x a

f x l


 "      أو     " lim
x a
x a

f x l





 "  



إذا كانت   f x  یؤول إلىعلى التوالي الى)  عندما یؤول(x  إلىa " : على الیمین فإننا نكتب lim
x a

f x


        "

أو      " lim
x a
x a

f x


 


"  (على التوالي   lim
x a
x a

f x


 


أو     lim
x a

f x


     (  

  نعرف بنفس الطریقة النھایة على الیسار في نقطة
نھایات اعتیادیة: 

0
0

1
lim
x
x
x




  •
0

0

1
lim
x
x
x
 



  • 
0

0

1
lim

nx
x
x

 


  n     •  
0

0

lim 0
x
x

x





      •
0

0

1
lim
x
x

x




       

 

زوجي  غیر منعدم , فان      nإذا كان •
0

0

1
lim

nx
x
x

 


فردي  غیر منعدم , فان      nإذا كان   •     
0

0

1
lim

nx
x
x

 


         

   عددین حقیقیینaو  lدالة عددیة  و  fلتكن  مبرھنة: lim
x a

f x l


   یكافئ   lim lim
x a x a
x a x a

f x f x l
 

 
 

 

   
f :

( )
( ) 3

  ;  Si x 0

  ;  Si x 0

f x x

f x x

 = ≥


= <
( ) ( )

0 0
lim  lim
x x

f x f x
− +→ →

( )
0

lim
x

f x
→

** تمرين تطبيقي 3 : 

  قراءة نهايات مبيانيا

*fلتكن   \دالة عددية معرفة على
  من خلال الشكل

)حدد )lim
x

f x
→−∞

)      و           )lim
x

f x
→+∞

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

** تمرين تطبيقي 2 : 

        **أمثلة
                 20

1lim
x x+→

= +∞       30

1lim
x x+→

= +∞                  30

1lim
x x−→

= −∞     40

1limx x−→ = +∞  

1 /( )
1

lim 1 2
x

x
→

+ =   ( )
1

lim 1 2
x

x
→

− − = −.

2 /  :
2 2

1 1
1 1

1 1lim  ;  lim
1 1x x

x x

x x
x x→ →

< >

− −
− −

** تمرين تطبيقي 4 : 



 3                                       
 
 

  V. العملیات على النھایات 
  لحة على الیمین و الیسارعددان حقیقیان , وھذه العملیات تبقى صا lو    lو     أو  عدد حقیقي أو یساوي  aفي كل ما یلي 

 النھایة و الجمع: .1
 
 
 

 النھایة و الضرب: .2
 

    0        0l   0l   0l   0l   l  
 

 lim
x a

f x


  

0    أو                l  
  

 lim
x a

g x


  
  دشكل غیر محد

                l.l    lim
x a

fg x


  

 النھایة و المقلوب: .3
 
 

 النھایة و الخارج: .4

  
  

0    
أو

0l   
أو

0l   
أو

0l   
أو

0l         l  l  
 

 lim
x a

f x


  

  
  

0  0l   0  0  0  0  0l   
0l 

  
0l 

  
  

0l 
  

  

 lim
x a

g x


  
  دشكل غیر محد

                  0  
l

l
   lim

x a

f
x

g

 
 
 

  

 الحدودیة ةنھایة الدال .5

  ھي نھایة حدھا الأكبر درجة  أو إلى إلى  x**نھایة دالة حدودیة عندما  تؤول 

 الجذریة ةنھایة الدال .

ھي خارج نھایة حدیھا الأكبر درجة.  أو إلى إلى  xة عندما  تؤول **نھایة دالة جذری

 

 
  

        l  l  l  lim
x a

f x


  

            l   lim
x a

g x


  
  دشكل غیر محد

        l+l    lim
x a

f g x


  

0  0      l    lim
x a

g x


  

    0  0  
1

l
   

1
lim
x a

x
g

 
 
 

  

)نتكل )P xو( )Q xحدوديتين   

   ( ) ( )lim
x a

P x P a
→

=                 
( )
( )

( )
( )

lim
x a

P x P a
Q x→ Q a

)    في حالة       = ) 0  Q a ≠

nإذا    ) هما على التوالي حديتيmbx وaxآانت )P xو( )Q x  درجة فانالأآبر          

  ( )lim lim n
x x

P x ax
→+∞ →+∞

)   و     = )lim lim n
x x

P x ax
→−∞ →−∞

=  

  و
( )
( )

lim lim
n

mx x

P x ax
Q x→+∞ bx→+∞

   و     =
( )
( )

lim lim
n

mx x

P x ax
Q x→−∞ bx→−∞

=  

    

 :

1(
0

0

1lim 3 7
x
x

x
x→

>

 
+ + 

 
2 (

3
3

1lim
3x

x x→
>

− +
3 (

1
1

3 4lim
1x

x

x
x→

<

−
−

 :( )lim
x

x x
→+∞

−   ( ) 1lim ² 1
x

x
x→−∞

+

** تمرين تطبيقي 5 : 

** تمرين تطبيقي 6 : 

: 

 :

( ) ( ) ( )7 5 6

3 2 3 2 5 4 2

2 2 5 3 3

5lim 3 ² 5 1  ; lim 3 3 10  ; lim 3 5 1  ; lim 3 1  ;
7

5 4 5 7 5 5 3 5 4 5lim  ; lim  ; lim  ; lim
1 2 1 8 1 7

x x x x

x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x x x
x x x x x x x

→+∞ →−∞ →+∞ →+∞

→+∞ →−∞ →+∞ →+∞

 − + + − − + + + − + + 
 

     − + − + + − + + +
  + − − + − + − −     

  ;
1

 

 

** تمرين تطبيقي 7 : 



  

 
 

 نھایة الدوال اللاجذریة .6

دالة عددیة معرفة على مجال على الشكل fلتكن خاصیة: ;a    بحیث  0f x  ;x a    

 ھي خارج نھایة حدیھا الأكبر درجة.  أو إلى إلى  xنھایة دالة جذریة عندما  تؤول 
  إذا كان lim

x
f x l


  0وl     فان lim

x
f x l


  

  إذا كان lim
x

f x


   0وl     فان lim
x

f x


  

 على الیمین أو إلى الیسار aأو إلى  aأو إلى  إلى  xملاحظة : ھذه خاصیة تبقى صالحة إذا كان تؤول 

 نھایة الدوال المثلثیة .7

•  خاصیات:
0

sin
lim 1
x

x

x
  •

20

1 cos 1
lim

2x

x

x


 • 

0

tan
lim 1
x

x

x
 •  

0

sin
lim 1
x

ax

ax
  a    

        •
0

tan
lim 1
x

ax

ax
  a      

 
  

 

   
          fوgو hعددية  و دوال] [ { }0 0 0;I x x xα α= − + الدوال− حيز تعريف هذه ضمن

) , Iمنxإذا آان لكل       *   ) ( )f x l u x− ) و آان≥ )
0

lim 0
x →x

u x ) فان= )
0

lim
x x

f x l
→

=  

)إذا آان       *   ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

f x g x l
→ →

= f وآان= h g≥ ) فانI على≤ )
0

lim
x x

h x l
→

=  

) , Iمنxإذا آان   لكل       *   ) ( )f x u x≥و آان ( )
0

lim
x x

u x
→

= ) فان∞+ )
0

lim
x x

f x
→

= +∞

) , Iمنxإذا آان   لكل       *   ) ( )f x u x≤و آان ( )
0

lim
x x

u x
→

= ) فان∞− )
0

lim
x x

f x
→

= −∞

       ملاحظة
 على اليسار0x على اليمين أو عند0x أو عند∞− أو عند∞+الخاصيات السابقة تبقى صالحة عند

   بالمجموعة المناسبةIعويض مع ت

.8 النهايات والترتيب 

       

   lim sin sin
x a

x a
→

lim    و    = cos cos
x a

x a
→

=  a
2

kπ π≠ k   و+ ∈]     lim tan tan
x a

x a
→

=    •
  

a a  /   •

 :
4

2 1 1 1

1 1 1lim 7 2 3  ; lim 3 ² 1  ; lim  ; lim  ; lim ; lim 3 ² 1
² 1 ² 1 ² 1x x x xx x

xx x x x x x
x x x− +→+∞ → → →−∞→− →

−
− + + + + +

− − −

 :
0

2lim
3x

Sin x
x→

  
6

6

lim

6
x

x

Sinx

x
π

π

π→−

>

+

** تمرين تطبيقي 9 : 

2     (3 20 0 0

tan tan 3 1 2lim    ;    lim     ;   lim
x x x

x Sinx x Cos x
x Sinx x→ → →

− −

1  (

** تمرين تطبيقي 8 : 

1  ( :( ) 1 1; 1
3 2

x
Cosx

∀ ∈ ≤ ≤
−

2 ( :

 /lim
2x

x
Cosx→+∞ −

;  /
3

lim
2x

x
Cosx→−∞ −

;    /lim
2x

x Cosx
Cosx→+∞

+
−

3  (   :
( )

2

21

3lim
1x

Cos x
x→

+

−

** تمرين تطبيقي 10 : 

4




